EJERCICIOS DE TEORIA CUANTICA DE CAMPOS 4 de febrero de 2019
Fuente: Ejercicio propuesto de diagonalizacién. Video 2 (Youtube) por Javier Garcia.

Bloque 1- Conceptos de Matematicas Hoja 1-1. Problema 1

Imagine que hay una cantidad a la que por ahora llamaremos COSA, que vale

COSA = 6% — 63 — 6% — V201, — V20,03

a) Obtenga la matriz A que cumpla

o
COSA=(p1 ¢z ¢3) A[%]
s

b) Diagonalice A. Es decir, encuentre una matriz M de vectores propios y sus valores propios correspondientes

de manera que
P %}
[%] =M {%]
®3 Y3

COSA = -5y - 6y5 — 73

c) Muestre que

a) A debe ser una matriz 3 X 3. Operando

A A A (P An@r + Ao + Azds
COSA=(p1 2 ¢3)|An An Ap|[d2|= (1 d2 ¢3)|Andr + Ands + Axsds
Az Az Aszz)\P3 Az101 + Azppp + Aszpz

= An@F + A1 + Azd1¢3 + Ap1 9 + Apd1¢r + Apsrps + Aq1PF + Asa1pa + Assrs
= Ap19F + A3 + A3 + (Arp + Ap)) 1y + (Arz + Ag)) P13 + (Ags + Ag)pops
= —60% — 603 — 603 — V2§12 = V23

Igualando término a término encontramos
Ay = Ap = Az =6

App + Ay = Az + Az = —\6
A13 + A31 =0

Suponemos que la matriz es simétrica, con lo que nos aseguramos de que es diagonalizable, por lo que Ay = Ay,
Aqz = Az y Ayz = Azp. De manera que obtenemos

A = Ay =Azp=-6

-2 -1

Ap=Ayn=—== %
A13 = A31 =0
-V2 -1
A = A = = —
23 32 ) \/z
Nuestra matriz A queda:
-6 -1N2 0
//A: _1/\/5 _6 —1/\/5
0 -1V2 -6



https://www.youtube.com/watch?v=YVGfCokfaCE&list=PLAnA8FVrBl8BiQd_Fg-Jr32P_v9F8vG-2&index=3
https://www.patreon.com/JavierGarcia/
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Se pide diagonalizar la matriz A
Esta matriz es simétrica, por lo que debe tener una serie de vectores propios, vy, v, y v3 y valores propios correspon-
dientes, A1, Ay y A3

A vy = Al \41

A Vy = Az Vo

A V3 = A3 V3

Para encontrarlos, supongamos que las v; son de la forma

Entonces, se debe cumplir que

-6 -1\2 0 x x
-1N2 -6 12 [y] =A [y]
0 -1V2 -6

1
—-6x——1y

V2

1
—-——y—-6z

V2

Pasando al primer miembro y operando

1
-6+A)x——y

1 V2 1 0
-——x-6+A)y-—z|=]0
V2 V2 [0]

1
-—y-(6+A1)z

V2

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

—(6+1A)x —%y 1 = 0
-——x —-(6+A -——z =0

5 6+A)y N
—%y -6+MA)z = 0

Este es un sistema compatible indeterminado. El determinante de la matriz de los coeficientes debe valer cero

6+A 142 0
142 6+1 142|=0
0 1V2 6+A

Desarrollando el determinante llegamos finalmente a la ecuaciéon
6+A)(A%2+12A+35)=0

Que nos da las soluciones (valores propios)

[l =-51==6yA;=—7]

—2—
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Ahora hallamos los vectores propios correspondientes

Sustituyendo A por A; = =5 y multiplicando las ecuaciones por —1, el sistema de ecuaciones queda
x o+ ! =0
2 ¥
—Xx +y +—=z = 0
wo T
+z = 0

1
2 y
Que nos da, dejando indeterminado a y, pero eligiendo el valor y = 1:

- -1
x=—=y;y=lLz=—
\/Eyy \/Ey

El vector propio tendria la forma, donde N es la constante de normalizacion, para hacer su médulo igual a la unidad

~1/V2
1
~1/V2

Para hallar el valor de la constante de normalizacidn, hallamos el modulo del vector sin la constante

e e

Dividiendo v; entre su médulo obtenemos el vector unidad correspondiente

V1:N

1 _1/\/§ _1\//%
Vi = —F= 1 =1|11/v2
V2 112 -12

Sustituyendo A por A; = —6 y multiplicando las ecuaciones por —1, el sistema de ecuaciones queda

&l
<
|
o

1 1
—X +—z = 0
2

V2
1
% Y
Que nos da, dejando indeterminado a x, pero eligiendo el valor x = 1:
x=Ly=0z=-x
El vector propio tendria la forma, donde N es la constante de normalizacion, para hacer su médulo igual a la unidad

-1
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Para hallar el valor de la constante de normalizacidén, hallamos el mddulo del vector sin la constante

Ivol = /(12 + 02 +12 = V2

Dividiendo v, entre su médulo obtenemos el vector unidad correspondiente

V) = —=

N NIRAL
i)

0 0
1 12

Sustituyendo A por A3 = =7, el sistema de ecuaciones queda

1
x —— =0
V2’ 1
-——x +y -——z = 0
V2 SR
+z = 0

1
2 y
Que nos da, dejando indeterminado a y, pero eligiendo el valor y = 1:

- -1
x=—1y;y=1,z=—
\/Eyy \/Ey

El vector propio tendria la forma, donde N es la constante de normalizacion, para hacer su médulo igual a la unidad
V2

1
V2

Para hallar el valor de la constante de normalizacidn, hallamos el modulo del vector sin la constante

|V3|=\/(%)2+12+(%)2= %+1+%:\/§

Dividiendo vj entre su médulo obtenemos el vector unidad correspondiente

1 142 1/5_
vi=—7| 1 |=||1/Vv2
V2 142 1/2

V3:N

COMPROBACION - Los vectores propios deben ser ortogonales:l

Comprobamos que la base formada por los vectores propios es ortogonal:

AR

1 -1 1 1-1
vi-vo=(-12 142 -12)| 0 |=— —+—=-0+—= -—=—==0
1 2 ( ) 1/\/5 2 h \/E 2 > 2\/5
12
11 1 1 -11 -1 1 1 -1+2-1
vitvs=(-12 1V2 -172) 1{;? 22" 2z 2T e et T T
12
-1 1 1 1 1 -1+0+1
vorvs= (=142 0 1V2)|1V2|=—= 240 —+— == =
2 V3 ( ) 12 \/5 2 \/E \/E 2 2\/5
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La matriz formada por los vectores propios es

12 132 12
M=[1V2 0 142
12 12 12

c) Se puede utilizar la matriz M hallada anteriormente para obtener un vector 1 a partir de ¢

¢=My

La ecuacién anterior nos permite expresar ¢ en la funcién de ¢

o
-
o3

Los vectores en la base formada por los vectores propios de A son

1

" ‘5%‘%%"‘%4’3
1 1
[:/;2]= 1 7§1P11+\—f2¢31
° Y1t Gt s

| LG =l L
NTE S RIS

Sl- oIl

1 1 1

¢1= -5 5 Y2 53
P2 = 7%1/’1 1 +\/i%1/’3
$3= —5 +$ Y2 53

Para calcular COSA en la nueva base, desarrollamos los cinco términos por separado
6% = -6 _1 _i _,.1 2__§ 2_3 2_§ Z_i +3 _,.i
¢1 = el \/51/’2 S W3] =—5¥1-3¢2- 5 Y3 \/E‘Pll/’z P13 \/51/’2%
2
~6¢3 =6 (—i P+ - 'P3) =-3Y1 -3¢3-6y1¢;
V27 V2
) 1 1 1V 3., ., 3, 6 3
—6¢3=-6 —5%"‘%#’2"‘5% 2—5%—3%—54’3"‘$4’1¢2+3¢1¢3—T¢2%

V21, = V2 _1¢1_L¢2+1¢3 il/’ﬁfi% =1¢%—1 Y1+ —=1ay3
ARV AR R A W-E L L) b \/‘ \/'

1

1 1 1 1
—ﬁ@%=dﬂﬁw+ﬁ%ﬂ S¥i+ Iw+4g SVT-S¥i- f%% ﬁ%%

Agrupamos términos por separado.
Empezamos por los que contienen 12, 13 y 13

> 3 3 1 2+ (-3-3) 3 3 3 _1 Syi-61y5-7
Comprobamos que se anulan los términos cruzados

(_i+£+i_i)¢1¢2+(3—6+3)¢1¢3+(i—i+i—i)1%’2#’3:0
V22 V2 V2 V2 V2 V2

Por tanto

COSA = —5¢%—6¢§—7¢§]
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